2NPE GENERALE & TECHNOLOGIQUE — MATHEMATIQUES — LECON 2

MULTIPLICATIONS, RACINES CARREES,
PUISSANCES

@ Multiplication

DEFINITION (MULTIPLICATION DES NOMBRES POSITIFS).

i) Soient a,b € Ry. Leur produit a x b est l'aire de n’importe quel rectangle de dimensions a et b.

a

i1) Dans une multiplication, les opérandes (ici a et b) sont appelés des facteurs.

Tous les rectangles de dimensions a et b sont superposables : ils ont ainsi fous la méme aire, donc peu
importe celui qu’on choisit dans la définition. Rappelons aussi que laire est exprimée en unités d’aire, et que
les dimensions a et b sont exprimées en unités graphiques.

PROPRIETES.
Quels que soient les nombres a et b on a
i)ax0=0xa=0,

iyax1l=1xa=a,

#11) a x b = b x a (dans une multiplication, l'ordre des facteurs n’a pas d’importance).

Preuve de la régle ). Si 'une des dimensions vaut zéro, alors le rectangle est aplati : son aire vaut zéro.

Preuve de la régle 1ii). Le rectangle de dimensions a et b et le rectangle de dimensions b et a sont
superposables :

a —

ils ont donc la méme aire. Ainsi a x b = b x a. C.Q.F.D.
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Avec la définition, on peut établir les tables de multiplication, juste en comptant des petits carrés. Par
exemple, pour savoir ce que vaut 9 x 5, on dessine un rectangle de dimensions 9 et 5

— U ’

lu.g. 1u.a.

9
et on « compte les petits carrés » : on trouve 9 x 5 = 45. Voici toutes les tables de multiplication (et il faut

les connaitre par cceur).

0x0 0 1x0 0 2x0 0 3x0 0 4x0 0
O0x1 = 0 1x1 = 1 2x1 = 2 3x1 = 3 4x1 = 4
0x2 = 0 1x2 = 2 2x2 = 4 3x2 = 6 4x2 = 8
0x3 = 0 1x3 = 3 2x3 = 6 3x3 = 9 4x3 = 12
O0x4 = 0 1x4 = 4 2x4 = 8 3x4 = 12 4x4 = 16
O0x5 =0 1x5 =5 2x5 = 10 3x5 = 15 4x5 = 20
O0x6 = 0 1x6 = 6 2x6 = 12 3x6 = 18 4x6 = 24
O0x7 = 0 1x7 =7 2x7 = 14 3x7T = 21 4x7 = 28
0x8 =0 1x8 = 8 2x8 = 16 3Ix&8 = 24 4x8 = 32
0x9 0 1x9 9 2x9 = 18 3x9 = 27 4x9 = 36
5x0 0 6x0 = 0 7Tx0 = 0 8x0 = 0 I9x0 = 0
5x1 = 5 6x1 = 6 Tx1 = 7 8x1 = 8 9x1 = 9
5x2 = 10 6x2 = 12 Tx2 = 14 8x2 = 16 9x2 = 18
5x3 = 15 6x3 = 18 "Tx3 = 21 8x3 = 24 9x3 = 27
5x4 = 20 6x4 = 24 Tx4 = 28 x4 = 32 I9x4 = 36
5xbH = 25 6x5 = 30 7x5 = 35 8x5 = 40 9x5 = 45
5x6 = 30 6x6 = 36 Tx6 = 42 8x6 = 48 9x6 = b4
5x7 = 35 6x7 = 42 TxT7 = 49 8x7 = 56 I9x7 = 63
5x8 = 40 6x8 = 48 7Tx8 = 56 8x8 = 064 I9x8 = 72
5% 9 45 6x9 = b4 7Tx9 = 63 8x9 = 72 9x9 = 81

Pour multiplier des nombres entiers & plusieurs chiffres, on pose la multiplication.

4 0 3 9 7
X 2 5 5
2 019 8 5
2 01 9 85
+ 8 07 9 4
103 012 35

Enfin, pour multiplier des nombres & virgule, on utilise la régle de la virgule, que nous démontrerons au
moment de parler de I"écriture scientifiqgue, dans la lecon 6.

REGLE DE LA VIRGULE.

Pour multiplier deux nombres & virgule a et b, on fait comme s’ n’y avait pas de virgule, puis on place
la virgule de sorte qu’il y ait autant de chiffres aprés la virgule dans le résultat qu’il y en a, en tout,
dans a et b.

Eremple : 40,397 x 2,55 = 103,012 35.
—— — S~——
3 2 3+2=5
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DEFINITION (MULTIPLICATION DES NOMBRES REELS).

Soient a,b € R. Leur produit a x b se calcule en deux étapes :

i) d’abord on fait la multiplication sans tenir compte des signes,

i1) puis on applique la régle des signes.

Dans la lecon précédente, on a défini n x x lorsque n € N et x € R. Maintenant on a défini n x « pour n € R
et x € R. Il faut vérifier que cette nouvelle définition est compatible avec l’ancienne. C’est un point essentiel
en mathématiques, et que nous rencontrerons plusieurs fois dans 'année : & chaque fois qu’on généralise un

PETITE REGLE DES SIGNES

axb

+

+

concept, il faut vérifier que cela ne contredit pas les cas particuliers déja rencontrés.

Dans cette lecon on a défini n x x comme 'aire d'un rectangle de dimensions n et z. Découpons ce

rectangle en tranches.

n

Y > > — ——>

1 1 1 1

Par découpage et recollement, on voit que l’aire du rectangle vaut

nxr=1Axz)+(AIxz)+(Ixz)+...+(Ixz)=c+x+z+...+2,

et cette derniére écriture est bien la définition qu’on avait donnée de n x x dans la lecon précédente.

~—
n fois le (1 x )

@ Exploration des tables de multiplication

Ecrivons trois nouvelles tables, qu’il faut connaitre aussi.

10 x 0
10x1
10 x 2
10 x 3
10 x 4
10 x5
10 x 6
10x7
10 x 8
10x9

= 0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

11 x0
11x1
11 x 2
11 x 3
11 x 4
11 x5
11 x5
11 x7
11 x 8
11 x9

0
11
22
33
44
55
66
77
88
99

12 x 0
12x1
12 x 2
12 x 3
12 x 4
12 x5
12 x 6
12x7
12 x 8
12 x9

~
avec n fois le ©

On voit que pour passer d’une ligne & la suivante, dans la table du d, on ajoute d :

48 15 60 5 72 15 84 15 96

+12
—

108 =3 120 13

12
24
36
48
60
72
84
96
108
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Cela est dii au fait que pour passer de d x k & d x (k + 1) on ajoute « une tranche » au rectangle, et que
dans cette tranche, il y a d unités d’aire. Dans le dessin ci-dessous, on a prisd =9 et k = 5.

(9x5)+9 6x 9

| 11

— U ’

lu.g. 1u.a.

9 9
On peut regrouper toutes les tables de multiplication en un seul tableau a double entrée, qu’on appelle la

table de Pythagore.
6o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ojojrtojofofjojojojoyrojofoypoj]o

110121314516 7|89 ]]10f11]12

210121468 ]10]12]14]16(18]|20]22] 24

31013169 (|12]15]18|21124]27(30]33]36

4101481216120 24|28]32]36](40]44]48

5105 ]110[15]120]25]30]|35]40]45(50]55]60

6|0 |6 121824 |30]|36]42]|48|54]60]66 |72

710 7114121283542 ]149|5663|70] 77|84

810 | 8116124324048 56|64 72|80 88|96

910119 182736455463 72(81]90]99 |108

10] 0]10120]30[40]|50]160]70(80]90]100[110(120

111 0 |11]22]33]144 1556677 |88 199 1110]121(132

121 0 (1212413648160 72|84 196 1081201321144

Les nombres sur fond vert, situés sur la diagonale « principale », sont appelés les carrés. On les écrit avec un
petit 2 en exposant. 11 faut les connaitre par ceeur jusqu’a 202 = 400. Ils forment une progression logique :

102 = 100 =25 112 = 121 225 122 — 144 23 132 = 169 =2 142 — 196 =23 152 = 225 23 162 = 256

8172 = 289 15182 = 324 155192 = 361 15 202 = 400 =5 212 =441 15

Petite remarque concernant les carrés : un nombre et son opposé ont toujours le méme carré : quel que soit
reRonaz?=(-2)

PROPRIETES (DE LA TABLE DE PYTHAGORE).

Dans la table de Pythagore :

i) dans la colonne du d, on passe d’'un nombre au suivant en ajoutant d,
i1) dans la ligne du d, on passe d'un nombre au suivant en ajoutant d,

#11) sur la diagonale principale, on passe d'un nombre au suivant en ajoutant les nombres impairs.
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a connaltre

@ Racines carrées

PROPRIETE (LES CARRES SONT POSITIFS).

Le carré d’un nombre réel est toujours un nombre positif.

Preuve. Soit x € R. On distingue deux cas :

2

i) si x est positif, alors ° = x X = est positif, car d’apreés la régle des signes, + par + donne + ;

i) si z est négatif, alors 22

donne +. C.Q.F.D.

= x x x est positif aussi, car (toujours) d’apres la régle des signes, — par —

Si a est strictement négatif, on ne peut donc pas trouver un nombre x tel que x X x = a : ¢a n’ezxiste pas.

DEFINITION (RACINE CARREE D’UN NOMBRE POSITIF).

Soit a € R4. Sa racine carrée, qu’on note 1/a, est 'unique nombre positif qui, lorsqu’on le multiplie par
lui-méme, donne a. C’est-a-dire
Vva x \/a = a.

La racine carrée est donc 'opération qui permet de retrouver le c6té d’un carré lorsqu’on connait son aire.

o =cXc c c=+do

o

Voici les valeurs a connaitre par cceur (mais en fait ce sont les mémes que pour les carrés!).

V0=0 V16 =4 4/100 = 10 \/256 = 16
Vi=1 V121 = 11 £/289 = 17

V2 ~ 1,414 = V144 = 12 V324 = 18
V3~ 1,732 V169 = 13 V361 = 19

Vi =2
V9=3

V196 = 14 /400 = 20
V225 =15 V625 = 25

SEEES
=1 ] O] Oy Ot
Il
© 00 J O Ot

PROPRIETES (DES RACINES CARREES).
Quels que soient a,be Ry on a

i) v/a x y/a = a (c’est la définition!),

i) \/a x Vb = +/a x b,

ii) \/a++/b n’est jamais égal & v/a + b, sauf dans le cas idiot ou I'un des nombres a ou b est égal a zéro.

Simplification des racines carrées. Simplifier v/2 + /2 et /12 + +/27.

Pour le premier : v2+4v2=_ 2 x+1/2=1/4x+/2=| /8 |(car4x2=238).
=V4
Pour le second : on voit que 12 =4 x 3 et 27 =9 x 3, donc

V12 4+4/27 = XxV3+ V9 xV3=2xv3+3xV3=5xv3=v25x3=| /75

=3

V4
——
=2
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a connaitre

a connaltre

@ Exemple de probléme géométrique

Il s’agit de calculer laire du carré bleu clair (sachant que lautre carré en pointillés lui est superposable).

JZ%D = 16CIH2 JZ{D = 2CH12 %D =7

Soyons un peu attentifs : les trois « petits carrés » qui apparaissent dans la figure de gauche ne sont pas
superposables. Sinon, on pourrait paver le grand carré en utilisant 9 d’entre eux, ce qui ferait une aire totale
de 9 x @5 = 18cm?. Cest trop. Le petit carré « du milieu » est donc légérement plus grand que les deux
autres.

Le coté du grand carré blanc est /97 = V16cm2 = 4cm, et celui du petit carré mauve est /o7 =
v2cem? ~ 1,414 cm. Maintenant on découpe la figure.

4cm 1,414 cm

14

On voit que £+ 1,414cm + ¢ ~ 4cm, donc £ + £ ~ 4cm — 1,414 cm ~ 2,586 cm. La longueur £ vaut la moitié
de ceci, donc £ ~ 1,293 cm. Enfin, on trouve le c6té du carré bleu clair : c’est £ + 1,414cm ~ 2,707 cm. Son
aire vaut donc

o ~ (2,707 cm)? ~ 7,328 cm?.

@ Comparaisons et problémes de signes

PROPRIETE (CROISSANCES DU CARRE ET DE LA RACINE CARREE).
i) Les nombres positifs sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés.

i1) Les nombres positifs sont rangés dans le méme ordre que leurs racines carrées.

Ezxemple 1 : trouver le signe de 24/21 — 9.

On a, d’une part, 2¢/21 = 2 x /21 = /4 x /21 = /84 ; et, d’autre part, 9 = +/81. Puisque les nombres
sont rangés dans le méme ordre que leurs racines carrées, on a /84 > /81, et donc 24/21 -9 = /84 —+/81
est positif.

Ezemple 2 : donner un encadrement ¢ 0,1 prés de /3.

Cela revient a trouver un encadrement a [’entier prés de 10 x V3 = /100 x v/3 = 4/300. On cherche
deux carrés qui encadrent 300 : il y a 172 = 289 et 182 = 324. Puisque les nombres sont rangés dans le
méme ordre que leurs racines carrées :

17?2 <300 < 182 implique V172 < /300 < V182 clest-a-dire 17 < /300 < 18.

Mais c’est la méme chose que 17 < 10 x v/3 < 18 donc en divisant tout par 10 on obtient ’encadrement
1,7 <3< 18.
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a connaitre

Ezemple 3 : qui est le plus grand entre 3 + /11 et 4 + /5 ¢

Utilisons le symbole < pour dire qu’on ne sait pas qui est le plus grand. En utilisant les régles pour les
inéquations (qu’on énoncera dans la lecon 12, mais anticipons un peu), on regroupe les racines carrées
d’un coté, et le reste de 'autre :

31vilsd+vE & 34VII—-vEs4 © VII-VEs4-3 o Vii—-VBs1.

On voit que /11 — /5 est positif (car v/11 est plus grand que 1/5), et les nombres positifs sont rangés
dans le méme ordre que leurs carrés, donc

VII-vV5s1 < (V11-+5)?2s 1%

Maintenant simplifions tout ¢a. Déja 12 = 1. Ensuite (14 aussi on anticipe) en utilisant la deuziéme
1dentité remarquable, on trouve

(V11 =/5)2 =11 =2 x V11 x /545 = 16 — 2 x V/55 = 16 — v/4 x /55 = 16 — v/220.
On peut poursuivre la résolution :
(VII—v5)2s12 o 16-+220S1 < 15—+220s50.

Mais 152 = 225 donc 15 = /225, qui est plus grand que +/220. L’inégalité inconnue S se résout donc en
>. Et donc 3 + v/11 est plus grand que 4 + /5. On peut vérifier & la calculatrice : 3 + /11 ~ 6,317 et
4 ++/5 ~ 6,236.

@ Puissances

DEFINITION (MULTIPLICATION D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE NOMBRES).

Soient a, b, c € R. Leur produit a x b x ¢ se calcule en deux étapes.
i) Si a, b et ¢ sont positifs, le produit est le volume de n’importe quel pavé droit de dimensions a, b et c.

i1) S'ils sont de signes quelconques, on fait comme s'ils étaient positifs, et on choisit le signe du résultat
en appliquant la régle des signes.

GRANDE REGLE DES SIGNES

a b c axbxce
+ - - -
+ - - -
— — - -
+ - - -
- - - -
+ — - -

REGLE DES SIGNES (CAS GENERAL).
Dans un produit, « les signes — se simplifient deux par deux » :

i) 8’il y a un nombre pair de signes —, alors le résultat est positif,

i) 8’il y a un nombre impair de signes —, alors le résultat est négatif.

Pour parler de volume, on a besoin d'une unité de volume. Lorsqu’on dispose d’une unité graphique, I'unité
de volume correspondante est un petit cube de c6té 1u.g.. Par exemple si I'unité graphique est le centimétre,
alors I'unité d’aire est le centimétre-carré (cm?), et I'unité de volume est le centimétre-cube (cm?).
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Si 'on veut multiplier quatre (ou plus) choses, il faut faire preuve d’un peu d’imagination et considérer
un « hyperparallélépipéde rectangle » de dimensions a, b, c, d, etc., et alors a x b x ¢ x d x ... sera son
« hypervolume » mesuré avec 1'unité ad hoc : cm?
A voir apparaitre les puissances!

, cm®, etc., selon « le nombre de dimensions ». On commence

PROPRIETE (ASSOCIATIVITE DE LA MULTIPLICATION).

Dans un calcul qui ne contient que des multiplications, les parenthéses sont inutiles. On peut donc les
enlever, ou bien en ajouter ou 'on veut.

@ Petite chose (qu'on a déja utilisée en fait) : on n’écrit pas toujours le symbole x dans les multiplications :

par exemple on peut écrire 2z au lieu de 2 x z, 3v/5 au lieu de 3 x v/5, ou encore ab au lieu de a x b. En
revanche, on n’écrit pas xx au lieu de x x x ni xzx au lieu de z x x x x. Pour cela, on utilise un exposant.

DEFINITION (PUISSANCES).
i) Soit n € N et soit € R. Le résultat de la multiplication « itérée »
I XITXTXTX...XT

~
avec n fois le x

2

se note ™. On a déja rencontré x° = x x x, qui est le cas particulier ot n = 2.

i) Dans 'écriture ™, le nombre x s’appelle la base et le nombre n s’appelle ’ezposant.

PROPRIETES (DES PUISSANCES).
Quels que soient m,n € N et z,y € R on a

i) 20 = 1, en particulier on adopte la convention 0° = 1,
i) 2! =z,

i4d) ™ = 2™ x 2",
w) (x xy)" =a" xy",

1}) (xm>n — pMXn _ anxm _ (xn)m

4 On ne confondra pas a® et b%. Par exemple 91° = 6240321451 et
591 = 4038967 834 731 580 443 708 050 254 247 865 495 926 816 947 758 197 784 423 828 125.

Ca n’est pas du tout la méme chose!

Ezemple 1 : simplifier (v/7)°.

Si exposant est petit, on peut tout écrire :

(VT2 = VT X NTXNTXNTXATXNTXNTXNTXAVT=TxTxTx7x\7=2401V7.
—_—— —_—— —_—— e

=7 =7 =1 =7

a connaitre

Ou bien on peut utiliser les régles sur les puissances :

(WT)° = (WT)B x VT = (V)2 x VT = (WT)%)* x VT = T4 x +/T = 2401V/7.
=7

Ezemple 2 : simplifier 20 x 3xy x 4xy°.

Puisqu’il n’y a que des multiplications, on peut faire les calculs dans 'ordre qu’on veut et regrouper les
termes comme on veut. On met toujours ensemble (et en premier) les quantités numeériques, et en second
(et dans 'ordre alphabétique) les quantités littérales :

a connaitre

222 x 3zy x 4x® = (2 x 3 x 4) x (22 x iyt x 2P ) = 24 x 22T 145 — 94246
y y” = ( ) % ( Y v’ ) Y y

=24 =xy =5
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